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Résumé

Euterpea est un langage de programmation dédié à la
création et à la manipulation de contenus media tem-
porisés – son, musique, animations, vidéo, etc.. . . Il est
enchassé dans un langage de programmation fonction-
nelle avec typage polymorphe : Haskell. Il hérite ainsi
de toute la souplesse et la robustesse d’un langage de
programmation moderne.

Le T-calcul est une proposition abstraite de modé-
lisation temporelle qui, à travers une seule opération
de composition : le produit tuilé, permet tout à la fois
la composition séquentielle et la composition parallèle
de contenus temporisés.

En présentant ici une intégration du T-calcul dans
le language Euterpea, nous réalisons un outil qui de-
vrait permettre d’évaluer la puissance métaphorique
du tuilage temporel combinée avec la puissance pro-
grammatique du langage Euterpea.

1. INTRODUCTION

Programmer des pièces musicales.
De nos jours, il existe de nombreux langages de pro-
grammation dédiés à la composition musicale tels que,
parmi d’autres, le langage Euterpea en Haskell [10]
qui s’appuie sur la bibliothèque Haskore [13], le lan-
gage Elody [25] qui étend le ⁄-calcul, ou encore CLISP/
CLOS [4] pour OpenMusic [1].

Ces langages permettent de décrire des séquences
de notes ou des agencements de flux audio. Ils o�rent
aussi, de plus en plus, des opérations abstraites de
manipulation de séquences musicales entières, en in-
tégrant des concepts de programmation classiques. La
musique écrite dans ces langages peut ainsi résulter de
l’exécution d’algorithmes de génération de flux musi-
caux.

Dans ces langages, bon nombre de structures de
données et de contrôles usuelles des langages de pro-
grammation sont ainsi disponibles pour cette écriture
algorithmique. Elles permettent de prendre de la hau-
teur en o�rant aux compositeurs des métaphores de
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modélisation musicale plus adaptées à une pensée mu-
sicale abstraite. Paradoxalement, les structures mu-
sicales induites par ces langages de programmation
peuvent aussi sou�rir de limitations.

Les concepts de listes, d’arbres ou même de fonc-
tions, sont bien entendu applicables à une écriture al-
gorithmique de la musique. Les travaux autours de la
linguistique appliquée à la musicologie [24] témoigne
de leur pertinence. Cependant, de nombreuses construc-
tions musicales ne s’y prêtent pas vraiment comme
l’illustre, par exemple, des pièces polyrythmiques à la
structure complexe telles que les arabesques de De-
bussy.
Programmer l’espace et le temps.

Une problématique majeure à laquelle ces langages
doivent répondre est de rendre compte des caractéris-
tiques spatiales et temporelles du langage musical.

Dans une approche classique, la dimension tem-
porelle est modélisée par le produit séquentiel : la
concaténation de deux listes, et la dimension spa-
tiale est modélisée par le produit parallèle. Cette ap-
proche est formalisée dans [9]. Elle conduit à définir
l’algèbre des flux média polymorphes. Applicable à
la musique comme dans le Domain Specific Language
Euterpea[10] basé sur la librairie Haskore [13] réalisé
en Haskell, elle est aussi applicable à tout flux media
temporisé tels que les flux vidéo, les animations ou
même les flux de contrôle-commande [8].

Une étude récente des structures rythmiques [15]
montre cependant que la distinction faite entre com-
position séquentielle et parallèle n’est pas compatible
avec une description hiérarchique, multi-échelle, des
structures musicales. Par exemple, un départ en ana-
crouse peut empiéter sur le flux musical qui le pré-
cède. Il induit un parallélisme local. Pourtant, au ni-
veau de l’intention musicale, plus abstraite, il pourra
apparaitre lors de la composition séquentielle de deux
mélodies.

Bien sur, ces superpositions locales pourraient être
traitées comme des exceptions à cette distinction sé-
quentielle/parallèle. Notre proposition consiste, au
contraire, à les expliciter. Ce faisant, la composition
n’est plus séquentielle ou parallèle : elle est tuilée.
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La modélisation par tuilage spatio-temporel.
Dans la continuité des propositions existantes pour la
programmation musicale [1, 25, 10], comme dans la
continuité des approches en musicologie formelle [24],
la modélisation par tuilage permet d’unifier les no-
tions de compositions séquentielles et parallèles.

Plus précisément, en nous appuyant sur le concept
de flux media temporisés [8, 9] enrichi par des mar-
queurs de synchronisation [3], nous obtenons une no-
tion de flux media temporels tuilés. Le produit associé,
appelé produit tuilé, apparaît tout à la fois comme un
opérateur séquentiel et un opérateur parallèle.

En pratique, la composition tuilée s’inspire de tra-
vaux déjà anciens. Le produit de tuilage ne fait qu’of-
frir une alternative à la notion de barre de mesure en
musique. Il permet par exemple de modéliser la no-
tion musicale d’anacrouse [15]. Le produit tuilé ap-
paraît déjà implicitement dans le langage LOCO [6],
une adaptation du langage Logo à la manipulation de
flux musicaux.

La formalisation du produit tuilé, nous a conduit à
proposer une algèbre dédiée à la synchronisation des
flux musicaux [3]. Deux outils de manipulations de
flux audio tuilés, la librairie libTuiles et l’interface li-
veTuiles [22], dérivent de cette approche. In fine, une
proposition abstraite : le T-Calcul [21], propose d’in-
tégrer ces concepts à un langage de programmation.

En théorie, le produit de tuilage apparaît aussi
dans les monoïdes inversifs [23]. Son usage comme
outil de modélisation pour les systèmes informatisés
semble prometteur [20]. Le produit tuilé, tel que nous
proposons de le manipuler en vue d’applications musi-
cales, est donc une construction particulièrement bien
fondée au cœur d’une théorie mathématique dont la
robustesse n’est plus à démontrer.

2. TUILER LES FLUX TEMPORISÉS

Nous décrivons ici comment les flux media tuilés
peuvent être construit à partir des flux media en les
enrichissant simplement de deux marqueurs de syn-
chronisation. Cette construction peut être vue comme
une abstraction des notions de synchronisation et de
mixage telle qu’elle sont couramment mise en œuvre
dans les langages de programmation musicale comme
dans les studios de montage audio.

2.1. Flux media temporisés

Un flux média temporisé [8] est une structure abs-
traite représentant des données qui sont positionnées
dans le temps relativement au début du flux media.
Cette notion est illustrée Figure 1 sur un axe tempo-

m1 m2

Figure 1. Un flux média temporisé fini m1 et un flux
média temporisé infini m2.

rel, implicite, allant du passé, à gauche, vers le futur,
à droite. Parfois produites par des programmes, ces
structures peuvent être de durée infinie.

Les opérations naturellement associées à ces flux
média temporisés sont : la composition séquentielle

m1 :+: m2

qui modélise le lancement de deux flux média tem-
porisés l’un après l’autre, le premier étant nécessaire-
ment fini, et, la composition parallèle

m1 :=: m2

qui modélise le lancement de deux flux média tem-
porisés en même temps. Ces notions sont illustrés Fi-
gure 2.

m1 m2

m1
m2

Figure 2. Composition séquentielle m1 :+:m2 et com-
position parallèle m1 :=: m2 des flux m1 et m2.

Il apparait que ces deux opérations sont des cas
particuliers d’une opération plus générale : le produit
synchronisé ou produit tuilé.

2.2. Flux media temporisés tuilés

Un flux media temporisé tuilé est définit comme
un flux media temporisé m enrichi de deux marqueurs
de synchronisation pre et post qui sont définis par la
distance, mesurée en temps, qui les sépare du début
du flux. Autrement dit, un flux media tuilé t peut
simplement être codé comme un triplet

t = (pre, post, m)

avec pre et post définit comme deux rationnels posi-
tifs et m un flux media. Un tel flux tuilé est illustré
Figure 3.

m
pre

post

Figure 3. Un flux media temporel.

Remarque. Cette définition des flux tuilés reste va-
lide avec des flux infinis, la position de référence pour
positionner pre et post sur un flux étant toujours le
début de ce flux.

2.3. Produit tuilé

Le produit tuilé t1 % t2 de deux flux tuilés de la
forme t1 = (pre1, post1, m1) et t2 = (pre2, post2, m2),
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se définit alors en deux étapes successives. La syn-
chronisation, qui consiste à positionner les deux flux
t1 et t2 l’un par rapport à l’autre, de telle sorte que
le marqueur de sortie post1 du premier flux tuilé t1
coïncide avec le marqueur d’entrée pre2 du second
flux tuilé t2. La fusion, qui consiste alors à fusion-
ner 1 les deux flux sous-jacents ainsi positionnés, en
conservant pre1 comme marqueur d’entrée et post2
comme marqueur de sortie résultant de ce produit.

Cette construction est illustrée Figure 4. Dans cette

m1

pre1

post1

m2

pre2

post2pre
m1 m2

post
silence

silence

Figure 4. Une instance de produit synchronisé

figure le début du flux musical résultant provient de
la première tuile. C’est là un cas particulier comme on
peut le vérifier sur un autre example, décrit Figure 5.

3. IMPLÉMENTATION EN HASKELL

L’implémentation en Haskell/Euterpea des flux me-
dia tuilés et du produit tuilé ne fait que mettre en
œuvre les schémas ci-dessus. Les opérateurs qui peuvent
dériver de ces structures sont décrits par la suite, à
la fois par leur implémentation en Haskell et par le
schéma correspondant.

3.1. Le type tuile

Le type de donnée Tile a est codé de la façon sui-
vante à partir du type Music a, qui est une instance
particulière du type Temporal a :

data Tile a = Tile {preT :: Dur ,

postT :: Dur ,

musT :: Music a}

avec type Dur = Rational. On utilise ici le type
Rational afin d’éviter les erreurs d’approximation qui
pourraient résulter, par exemple, de l’utilisation du
type Float.

Une fonction durT permet de calculer la durée de
synchronisation d’un flux tuilé, c’est à dire, le temps
relatif entre la marque de synchronisation pre et la
marque de synchronisation post.

1 . Fusion qui dépendra du media considéré : mixage pour
de l’audio, union pour de la musique, superposition pour de la
vidéo, etc.

durT :: Tile a æ Dur
durT (Tile pr po m) = po ≠ pr

Dans le cas où le marqueur pre se trouve avant le mar-
queur post on dit que le flux tuilé est positif. Dans le
cas contraire, lorsque le marqueur pre est situé après
le marqueur post, on dit que le flux tuilé est négatif.
Dans tous les cas, le flux media est inchangé. Il sera
toujours produit du passé (représenté à gauche) vers
le futur (représenté à droite).

3.2. Le produit tuilé

Le produit synchronisé, noté % est alors codé par :

(%) :: Tile a æ Tile a æ Tile a
Tile pr1 po1 m1 % Tile pr2 po2 m2 =

let d = po1 ≠ pr2
in Tile (max pr1 (pr1 ≠ d))

(max po2 (po2 + d))
(if d > 0 then m1 :=: mDelay d m2
else mDelay (≠d) m1 :=: m2)

où mDelay est la fonction définit par :

mDelay d m = case signum d of
1 æ rest d :+: m
0 æ m

≠ 1 æ m :+: rest (≠d)

Dans ce codage, la fonction mDelay assure la phase
de synchronisation, le produit parallèle :=: assure la
phase de fusion. Implicitement, du silence est inséré
de part et d’autre des flux musicaux sous-jaçent afin
de permettre cette composition parallèle.

Selon la position des marqueurs de synchronisa-
tion, le début de la musique peut provenir de la pre-
mière tuile, comme dans le cas de la Figure 4 ou bien
de la seconde tuile, comme dans le cas de la Figure 5.

m1

pre1

post1

m2

pre2

post2pre
m1m2

post

silence silence

Figure 5. Une autre instance de produit synchronisé

3.3. Reset, co-reset et inverses

Trois fonctions sur les tuiles : le reset, le co-reset
et l’inverse, découlent de ces définitions. Elles sont,
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comme on le verra, liées les unes aux autres.

re, co, inv :: Tile a æ Tile a
re (Tile pre post m) = Tile pre pre m
co (Tile pre post m) = Tile post post m
inv (Tile pre post m) = Tile post pre m

Leur e�et sur une tuile t est décrit Figure 6.

(t)
m

pre

post (inv t)
m

pre

post

(re t)
m

pre

post(co t)
m

pre

post

Figure 6. Reset, co-reset and inverse

3.4. Codage des tuiles musicales

Chaque note, de type Music Pitch en Euterpea, est
décrite comme un triplet (n, o, d) avec un nom 2 n,
une octave 3 o et une durée 4

d. Ces notes peuvent
être converties en notes tuilées à l’aide de la fonction
t définie par :

t :: (Octave æ Dur æ Music Pitch)
æ Octave æ Dur æ Tile Pitch

t n o d = if d < 0 then Tile d 0 (n o (≠d))
else Tile 0 d (n o d)

De même pour les silences, avec la fonction r définie
par :

r :: Dur æ Tile a
r d = if d < 0 then Tile d 0 (rest (≠d))

else Tile 0 d (rest d)

Pour jouer une tuile, on ne convient de ne garder
que la partie musicale situé entre les marqueurs pre
et post. Cette projection est réalisée par la fonction
tToM décrite ci-dessous.

tToM :: Tile a æ Music a
tToM (Tile pr po m) = takeM (po ≠ pr)

(dropM pr m)

2 . En notation anglaise, de a pour la à g pour sol, avec c
pour do, cf (c flat) pour do bémol, cs (c flat) pour do dièse,
etc.

3 . C’est-à-dire un numéro d’octave, le do à la clé correspon-
dant à c 4 ; il est précédé de b 3 et suivie de d 4, un clavier de
piano allant typiquement de a 0, le la le plus grave, à c 8, le
do le plus aigu.

4 . En valeur symbolique valant fraction de ronde, avec des
constantes prédéfinies, en notation anglaise, telle que wn (whole
note) pour la ronde, valant 1, ou bien qn (quarter note) pour
la noire, valant 1/4, ou encore en (eight note) pour la croche,
calant 1/8, etc.

où les fonctions Euterpea takeM et dropM sur les
objets de type Music permettent de supprimer ou ex-
traire, comme sur les listes, des sous-séquences musi-
cales selon le paramètre de durée passé en argument.

La musique codée dans une tuile peut alors être
jouée par composition :

playT = play ¶ tToM

où la fonction play est la fonction en Euterpea per-
mettant de jouer des séquences musicales de type
Music.

3.5. Premier exemple

On peut ainsi proposer un premier exemple :

fj1 = t c 4 en % t d 4 en % t e 4 en % t c 4 en
fj2 = t e 4 en % t f 4 en % t g 4 qn
fj3 = t g 4 sn % t a 4 sn % t g 4 sn % t f 4 sn

% t e 4 en % t c 4 en
fj4 = t c 4 en % t g 3 en % t c 4 qn

qui code le canon Frère Jacques. Il pourra être joué
par la commande
test1 = playT (fjr % r 4)

Une fonction tempoT permet aussi de changer le tempo
des tuiles. Elle est codée de la façon suivante, héritant
en quelque sorte de la fonction tempo sur les objets
musicaux sous-jacents :

tempoT :: Dur æ Tile a æ Tile a
tempoT r (Tile pr po m) =

assert (r > 0) (Tile (pr /r) (po/r) (tempo r m))

On utilise ici la fonction Control.Exception.assert qui
permet de vérifier que le coe�cient r de changement
de tempo est strictement positif.

Plus généralement, toute fonction agissant sur les
objets musicaux peut être appliquée aux tuiles, lors-
qu’on ne souhaite pas modifier les paramètres de syn-
chronisation, grâce à la fonction d’ordre supérieur
liftT définie par :

liftT :: (Music a æ Music b) æ (Tile a æ Tile b)
liftT f (Tile pr po m) = Tile pr po (f m)

Ainsi, l’exemple suivant nous permettra de jouer Frère
Jacques sur un piano Rhodes deux fois plus vite.
fjR = litfT (intrument rhodesPiano) fjr
test2 = playT (tempoT 2 (fjR % r 4))

4. ÉQUIVALENCE OBSERVATIONNELLE

Un concept important en Euterpea est l’équiva-
lence observationnelle. Elle se généralise sur les flux
musicaux tuilés nous permettant de donner un sens
à l’a�rmation « les flux tuilés t1 et t2 se comportent
de la même façon ».
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4.1. Equivalence de flux

Deux flux musicaux m1 et m2 sont observationel-
lement équivalent, ce qu’on note

m1 ‘equiv‘ m2

lorsqu’ils produisent le même e�et à l’execution, c’est
à dire, lorsque play m1 et play m2 produisent le même
e�et, où play désigne la fonction jouant les flux mu-
sicaux.

Les détail sur cette équivalence equiv peuvent être
trouvé dans [8, 9]. Pour ce qui nous interesse, il su�t
de savoir qu’elle satisfait les axiomes suivants :

(m1 :+: m2) :+: m3 ‘equiv‘ m1 :+: (m2 :+: m3)
(m1 :=: m2) :=: m3 ‘equiv‘ m1 :=: (m2 :=: m3)

m1 :=: m2 ‘equiv‘ m2 :=: m1

rest 0 :+: m ‘equiv‘ m
m :+: rest 0 ‘equiv‘ m

et, lorsque dur m1 = dur m3

(m1 :+: m2) :=: (m3 :+: m4)
‘equiv‘ (m1 :=: m3) :+: (m2 :=: m4),

On suppose en outre que l’équation suivante

m ‘equiv‘ (m :=: m)

est satisfaite pour tout flux tuilé m.
Remarque. Bien que raisonnable, cette dernière équi-
valence necessite une réelle mise en oeuvre. En ef-
fet, dans de nombreux logiciels, jouer en parallèle
deux fois le même flux musical s’accompagne, en gé-
néral, d’une augmentation du volume. A défaut d’une
telle implementation, cette équivalence devra donc
être comprise modulo la balance des volumes des pistes.

4.2. Equivalence de flux tuilés

Cette équivalence observationnelle se généralise aux
flux tuilés en disant que deux flux tuilés t1 et t2 sont
observationnellement équivalents lorsqu’ils produisent
le même e�et à l’exécution quel que soit le contexte
d’exécution dans lequel on les joue. Cette mise en
contexte nous permet de rendre compte des para-
mètres de synchronisation.

Formellement, en notant playT la fonction qui per-
met de jouer le flux media d’une tuile entre les points
de synchronisation pre et post, deux flux tuilés t1 et
t2 seront équivalents, ce qui sera noté t1 © t2 lorsque

Tile pr1 po1 m1 © Tile pr2 po2 m2 =
pr1 ≠ po1 == pr2 ≠ po2 ·
let d = dur m1 ≠ dur m2

p = pr1 ≠ pr2
n1 = if d < 0

then mDelay d m1 else m1
n2 = if d > 0

then mDelay (≠d) m2 else m2
in if p > 0 then n1 ‘equiv‘ mDelay p n2

else mDelay (≠p) n1 ‘equiv‘ n2

On vérifie que deux flux tuilés t1 et t2 sont équivalents
si et seulement si, pour toute tuiles de silence r1 et r2
on a bien

tToM (r1 % t1 % r2) ’equiv’ tToM (r1 % t2 % r2)

4.3. Structure algébrique induite

On vérifie aussi que pour tous flux tuilés t, t1, t2
et t3, les équivalences suivantes sont satisfaites.

t1 % (t2 % t3) © (t1 % t2) % t3

t % r 0 © t
r 0 % t © t

La première équivalence indique que l’ordre dans le-
quel on évalue les composants d’un produit tuilé n’a
pas d’importance. C’est l’équivalence d’associativité.
Les deux suivantes indiquent que la tuile silence (r 0)
de durée de synchronisation nulle agit comme un éle-
ment neutre. Autrement dit, l’équivalence observa-
tionnelle induit une structure de monoïde sur les tuiles.

Plus encore, on constate aussi que pour tout flux
tuilé t on a :

t © inv(invt)
t © (t % (inv t) % t)

(re t) © (t % (inv t))
(co t) © ((inv t) % t)

La première équivalence indique que l’opération d’in-
version est une involution. La seconde, que l’inverse
d’un flux est bien un inverse au sens de la théorie des
semigroupes [23]. Les quatrième et cinquième équiva-
lences montrent le reset et le co-reset sont en fait des
opérations dérivées du produit tuilé et de l’inversion.

On peut poursuivre plus en détail l’étude de cette
équivalence est découvrir, comme en théorie des semi-
groupes inversifs, que les flux tuilés de durée de syn-
chronisation nulle sont les seuls qui satisfont n’im-
porte laquelle des équivalences suivantes :

t © t % t
t © inv t

et que, de plus, ils commutent, c’est-à-dire que
| t1 % t2 © t2 % t1 |
lorsque t1 et t2 sont deux tuiles de durée de synchro-
nisation nulle. La théorie des monoides inversifs [23]
nous assurent alors que, modulo équivalence observa-
tionnelle, tout flux tuilé t admet un unique inverse
(inv t). La structure induite est un monoïde inversif.
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4.4. Codage inverse

Dans ce langage de manipulation de tuiles, nous
retrouvons aussi les produits séquentiels et parallèles
de Euterpea.

En e�et, dans le cas flux musicaux finis, on définit
la fonction mToT qui transforme tout flux musical
fini m en un flux tuilé par :

mToT :: Music a æ Tile a
mToT m = let d = dur (m)

in Tile 0 d m

On constate que ce codage est injectif vis à vis de
l’équivalence observationnelle. On constate de sur-
croit que ce codage est fonctoriel vis à vis de la com-
position séquentielle. En e�et, pour tout flux musical
fini m1 et m2 on a bien :
mToT (m1 :+: m2) © (mToT m1) % (mToT m2)
Autrement dit, le produit de synchronisation code,
via la fonction mToT , le produit séquentiel.

Dans le cas de flux (potentiellement) infinis, l’en-
codage décrit ci-dessous échoue. En e�et, le produit
séquentiel de deux flux infinis ne peut être définit de
façon satisfaisante puisque le second flux se voit en
quelque sorte repoussé à l’infini. Il ne pourra être joué.

On retrouve ici une problématique abordée et ré-
solue par la théorie des Ê-semigroupes [27] en distin-
guant les structures finies (les strings) et les struc-
tures infinies (les streams). Pourtant, il apparait que
la manipulation conjointe de ces deux types d’objets
peut être faites dès lors qu’ils sont tuilés (voir[7] pour
plus de détails).

En pratique, on définit la fonction sToT qui trans-
forme tout flux musical (potentiellement) infini m en
un flux tuilé par :

sToT :: Music a æ Tile a
sToT m = Tile 0 0 m
On vérifie que ce codage est injectif sur les flux mu-

sicaux infinis. De plus, il est fonctoriel vis à vis de la
composition parallèle. En e�et, pour tout flux musical
(potentiellement) infini m1 et m2 on a bien :
sToT (m1 :=: m2) © (sToT m1) % (sToT m2)
Autrement dit, le produit tuilé encode, via la fonction
sToT , le produit parallèle.

Bien entendu, ces deux exemples peuvent sembler
artificiels puisque le produit tuilé, lui-même, est défi-
nit à partir des produits séquentiels et parallèles. Mais
cette objection ne tient pas puisque qu’elle s’appuie
sur une implémentation particulière. Tout autre im-
plémentation du produit tuilé satisfera les propriétés
énoncées ci-dessus.

5. RESYNCHRONISATION

Un premier jeu de fonctions définit sur les flux tui-
lés permet de manipuler la position des points de syn-
chronisation positionnés sur un flux musical tuilé.

5.1. Fonctions de resynchronisation

La fonction resync permet de déplacer le point de
sortie post de la synchronisation. De façon duale, la
fonction coresync permet de déplacer le point d’entrée
pre de la synchronisation.

resync :: Dur æ Tile a æ Tile a
resync s (Tile pre post m) =

let npost = post + s
in if npost < 0

then Tile (pre ≠ npost) 0 (mDelay (≠npost) m)
else Tile pre npost m

coresync :: Dur æ Tile a æ Tile a
coresync s (Tile pre post m) =

let npre = pre + s
in if npre < 0

then Tile 0 (post ≠ npre) (mDelay (≠npre) m)
else Tile npre post m

Le comportement de ces fonctions est illustré Figure 7
pour un o�set s > 0.

pre

post
(t) m

(coresync (≠s) t) m
pre ≠ s

post
(coresync s t) m

pre + s

post
(resync (≠s) t) m

pre

post ≠ s
(resync s t) m

pre

post + s

Figure 7. Resynchronisation et co-resynchronisation

5.2. Propriétés de la resynchronisation

Ces fonctions généralisent les fonctions reset re et
co-reset co au sens où on a :

re (Tile pr po m) = resync (pr ≠ po)
(Tile pr po m)

co (Tile pr po m) = coresync (po ≠ pr)
(Tile pr po m)

On remarque par ailleurs que ces fonctions induisent
des actions du groupe des nombres rationnels muni de
l’addition sur l’ensemble des flux tuilés. En pratique,
pour tout flux musical tuilé t et tout o�set rationnel
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a et b on a en e�et :

resync 0 t = t

resync a (resync b t) = resync (a + b) t
coresync 0 t = t

coresync a (coresync b t) = coresync (a + b) t

En particulier, pour toute tuile t et toute durée s, on
constate qu’on a :

resync s t © t % r s
coresync s t © r s % t

Elles sont aussi duales l’une de l’autre au sens des
équivalences suivantes :

resync a (inv t) © (inv (coresync a t))
coresync a (inv t) © (inv (resync a t))

Enfin, leur comportement vis à vis du produit tuilé
est décrit par les équivalences observationnelles sui-
vantes. Pour tout flux musical tuilé t1 et t2 et tout
o�set de durée a, on a aussi :

resync a (t1 % t2) © (resync a t1) % t2

coresync a (t1 % t2) © t1 % (coresync t2)

5.3. Fonctions dérivées

Des exemples de fonctions dérivées des fonctions
de resynchronisation sont les fonctions insertions de
tuiles. Elles sont de deux sortes.

La premièe, fait un fork parallèle d’une tuile t2
dans une tuile t1 à la position d depuis l’entrée de
synchronisation pre.

insertT :: Dur æ Tile a æ Tile a æ Tile a
insertT d t1 t2 = coresync (≠d) (re t2 % coresync d t1)

De façon duale, la seconde, co≠ insertion fait un join.

coinsertT :: Dur æ Tile a æ Tile a æ Tile a
coinsertT d t1 t2 = resync (≠d) (resync d t1 % co t2)

Le comportement de ces fonctions est décrit Figure 8.

d
m1

(t1)
m2

(t2)
m1m2

(insertT d t1 t2)

d
m1

(t1)
m2

(t2)
m1m2

(coinsertT (≠d) t1 t2)

Figure 8. Insertions par Fork et Join.

Remarque. Bien qu’on ait proposé un codage directe
de cette fonction, remarquons qu’elle peut aussi se

coder simplement à l’aide du produit tuilé, des reset
et co-reset, et des tuiles silencieuses. En e�et, pour
tout flux tuilés t1 et t2, et pour tout o�set d, on a :

insertT d t1 t2 © r d % re t2 % r (≠d) % t1

coinsertT d t1 t2 © t1 % r d % co t2 % r (≠d)

5.4. Exemple : croisements temporels

Pour illustrer la puissance de la métaphore du tui-
lage au sein d’un langage de programmation complet
tel que Haskell, on propose ci-dessous le codage d’une
fonction crossing qui simule, par répétitions et déca-
lages successifs, le croisement de deux flux musicaux
tuilés.

crossing :: Dur æ Tile a æ Tile a æ Tile a
crossing o t1 t2 =

if ((centerT (t1) > 0)
· (centerT (t2) > 0)) then
let v1 = (resync o t1)

v2 = (resync (≠o) t2)
in (t1 % t2 % (crossing o v1 v2 ))

else (t1 % t2)

Cette fonction est alors mis en oeuvre dans l’exemple
musicale suivant.

train1 = liftT (instrument RhodesPiano)
(r en % t a 3 en % t c 4 en % t e 4 en

% t d 4 en % r (3 ú en))
train2 = liftT (instrument RhodesPiano)

(t e 4 en % t g 3 en % t a 3 en
% t a 3 en % r (4 ú en))

crossL = crossing (≠en) train1 train2

L’audition de l’ensemble se fait en executant la com-
mande playT crossL. Une ligne de percussion régu-
lière percL telle que décrite ci-dessous lancée en pa-
rallèle par la commande playT ((re percL) % crossL),
permettra d’entendre les phénomènes de décalage de
la ligne crossL.

6. CONTRACTIONS ET EXPANSIONS

Lors d’une resynchronisation, l’invariant et le flux
musicale sous-jacent au flux tuilés. Un jeu de fonc-
tions sensiblement di�érent est obtenu en préservant
la taille de la synchronisation tout en contractant ou
étirant le flux musicale sous-jacent. Ce jeu de fonc-
tions est présenté ici.

6.1. Les fonctions de contraction/expansion

La fonction strech permet d’étirer et de contracter
le flux musical en maintenant la position du point
d’entrée de synchronisation pre sur le flux musical. de
façon duale, la fonction costretch étire ou contracte
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le flux musical en maintenant le point de sortie de
synchronisation post sur le flux musical.

La fonction stretch est définit par :

stretch :: Dur æ Tile a æ Tile a
stretch r (Tile pre post m) =

assert (r > 0) (Tile (pre ú r) (pre ú (r ≠ 1) + post)
(tempo (1/r) m))

La fonction costretch est, quant à elle, définit par :

costretch :: Dur æ Tile a æ Tile a
costretch r (Tile pre post m) =

assert (r > 0) (Tile (post ú (r ≠ 1) + pre) (post ú r)
(tempo (1/r) m))

Le comportement de ces fonctions est décrit Figure 9
avec un facteur r > 1 et en notant (abusivement) múr

le flux tempo (1/r) m, et m/r le flux tempo r m.

pre

post
(t) m

(costretch (1/r) t) m/r
post/r

(costretch r t) m ú r
post ú r

(stretch (1/r) t) m/r
pre/r

(stretch r t) m ú r
pre ú r

Figure 9. Stretch et co-stretch

6.2. Propriétés des contractions/expansions

De façon analogue aux fonctions de resynchroni-
sation, ces fonctions induisent une action du groupe
des nombres rationnels strictement positifs muni de
la multiplication sur l’ensemble des flux tuilés. Pour
tout flux musical tuilé t et tout o�sets a et b, on a :

stretch 1 t = t

stretch a (stretch b t) = stretch (a ú b) t
costretch 1 t = t

costretch a (costretch b t) = costretch (a ú b) t

Ces deux fonctions sont duales l’une de l’autre au sens
des équivalences suivantes :

stretch a (inv t) © (inv (costretch a t))
costretch a (inv t) © (inv (stretch a t))

Enfin, le comportement de ces fonctions vis à vis du
produit synchronisé est décrit par les equations sui-
vantes. Pour tout flux musical tuilé t1 et t2 et tout
facteur a > 0, on a :

stretch a (t1 % t2) ©
(tempoT (1/a) t1) % (stretch a t2)

costretch a (t1 % t2) ©
(costretch a t1) % (tempoT (1/a) t2)

6.3. Exemples : génération rythmique

L’utilisation de stretch et costretch peut être illus-
tré par les transformations rythmiques déjà évoquées
dans [15].

march = t c 4 qn % r qn % t g 4 qn % r qn
waltz = costretch (2/3) march
tumb = costretch (5/4) march

Le rythme initial march, dans une métrique à deux
temps, consiste à jouer un do sur le premier temps et
un sol sur le second temps.

Dans le rythme waltz, dans une métrique à trois
temps, les notes se retrouvent jouées sur le deuxième
et le troisième temps de la durée de synchronisation.
C’est donc e�ectivement une ligne de basse pour une
valse.

Dans le rythme tumb, dans une métrique à quatre
temps, le do est joué sur le 4ème temps de la mesure
qui précède, et le sol sur la levée du 2ème temps. C’est
là une ligne de basse typique de la salsa cubaine : le
tumbao. Ces trois exemples sont décrits Figure 10.

(march)
c g

(waltz)
c g

(tumb)
c g

Figure 10. Cellules rythmiques engendrées par
contraction/expansion

Joués en parallèle à une structure rythmique ré-
pétitive marquant le début de chaque mesure, c’est à
dire le point pre, on peut écouter ces cellules à l’aide
du code suivant :

bass = liftT (instrument Percussion)
(Tile 0 wn (perc AcousticBassDrum wn))

hiHat = liftT (instrument Percussion)
(Tile 0 (1/8) (perc ClosedHiHat (1/8)))

bassL = bass %\ re bassL
hiHatL = repeatT 4 hiHat %\ re hiHatL
percL = re bassL % hiHatL
testW = playT (re bassL % tempoT (3/4)

(re hiHatL) % repeatT 4 waltz)
testS = playt (re bassL % re hiHatL

% repeatT 4 tumb)
Remarque. Ces exemples sont construits à l’aide d’un
opérateur de produit %\ qui, en limitant les super-
positions vers le passé, permet de définir facilement

JIM2014 - Journées d'Informatique Musicales, 21-23 mai 2014, Bourges, France

54



des tuiles récursives. On trouvera ci-dessous, une pre-
mière discussion sur les définitions récursives tuilés.
Une discussion plus poussé sur cette problèmatique
délicate pourra être trouvé dans [12].

7. TUILES RÉCURSIVES

Dans les exemples ci-dessus, nous avons vu com-
ment les structures de contrôle classique des langages
de programmation permettent de définir algorithmi-
quement des flux tuilés finis complexes.

Le langage Haskell, reposant sur un principe d’éva-
luation paresseuse, permet aussi de définir des objets
potentiellement infinis qui sont évalués à la demande.
Nous souhaiterions pouvoir utiliser cette caractéris-
tique pour définir des tuiles potentiellement infinies.

Par exemple, étant donné une tuile finie t, on sou-
haiterait pouvoir définir une tuile x de support musi-
cal infini, via une equation de la forme

x = t % (re x)

Dans une telle equation, l’appel récursif se fait sur le
reset de la variable x afin de produire une tuile dont
la distance de synchronisation serait celle de la tuile
t. Pourtant, malgré cette précaution, l’évaluation de
cette équation en Haskell boucle !

En e�et, le modèle des flux tuilés est ainsi fait que
les superpositions en amont du point de synchronisa-
tion pre peuvent provenir de tuiles situées arbitraire-
ment en aval dans une suite de produit synchronisé.
Notre implémentation boucle donc sur une telle équa-
tion car elle doit dérouler toute les répétitions de x
pour en connaitre les anticipations : le typage de la
tuile x ainsi définit par équation échoue à être calculé
par Haskell.

Dans [21], des conditions nécessaires et su�santes,
calculables, sont décrites pour résoudre cette récur-
sion. Néanmoins, elles sont proposées dans une défi-
nition de T-calcul pure, particulièrement limitée. Il
ne contient pas de structure de contrôle telle que les
conditionnelles. Dans l’implémentation du T-calcul
proposée ici, qui hérite de toute l’expressivité d’Has-
kell, le calcul du type d’un flux tuilé définit par équa-
tion est, en toute généralité, indécidable.

Pour remédier à cela, nous proposons un nouveau
produit synchrone, partiel, qui résout ce calcul de
type potentiellement cyclique en « coupant » les anti-
cipations qui y conduisent. Plus précisément, on dé-
finit le produit restreint %\ suivant :

(%\) :: Tile a æ Tile a æ Tile a
Tile pr1 po1 m1 %\ ≥(Tile pr2 po2 m2) =

Tile pr1 po1 (m1 :=: mDelay po1 (dropM pr2 m2))
Remarque. Le ≥ dans cette définition est une techni-
cité qui permet de gouverner l’évaluation paresseuse.

On vérifie facilement qu’une équation de la forme

x = t %\ (re x)

peut maintenant être typée par Haskell. Le type de
la tuile x est bien le type de la tuile t. En e�et, l’an-
ticipation induite par (re x) a été supprimée dans le
produit restreint et sa durée de synchronisation est
nulle grace au reset. Les marqueurs d’entrée pre et de
sortie post de toute solution sont donc uniquement
déterminés par ceux de la tuile t. Une généralisation
de ce codage, plus souple, est proposée dans [12].

8. CONCLUSION

Le T -calcul en Euterpea apparait clairement, via
les nombreuses propriétés algébriques qu’il satisfait,
comme un formalisme particulièrement robuste pour
une description hiérarchique de la structure tempo-
relle des flux media temporisés. Son expérimentation
pour la modélisation musicale est en cours.

Bien entendu, l’implémentation proposée ici ne traite
que des flux musicaux symboliques. Une intégration
des flux audio tuilés reste à mettre en oeuvre. Elle
pourrait s’appuyer sur la libTuiles déjà réalisée [2, 22].

Une telle extension o�rirait sans doute un gain de
productivité important pour la création et la produc-
tion de musique électroacoustique. Une bonne partie
du mixage, parfois fastidieux et répétitif, peut en ef-
fet être factorisée grace à la métaphore du tuilage :
chaque tuile audio intègre une fois pour toute, dans
ses points de synchronisation, toute l’information ne-
cessaire pour positionner, avant ou bien après, les
autres tuiles audio.

Remarquons aussi que le langage proposé ici n’est
destiné qu’à une manipulation « hors temps » des
structures musicales. Bien sur, en toute généralité, on
ne peut décider de la terminaison de ces programmes.
Remarquons cependant que, dès lors qu’un flux tuilés
est typé, il est de durée de synchronisation fini. La
fonction playT de lecture de ce flux terminera donc
puisqu’elle ne parcourt les flux qu’entre les marqueurs
de synchronisation Pre et Post.

On peut mentioner enfin qu’une théorie des lan-
gages adaptée à la description et à la manipulation de
sous-ensembles de monoïdes inversifs est actuellement
en cours de développement. Elle o�re des outils tra-
ditionnels de manipulation des langages, qu’ils soient
logiques [17], algébriques [14, 16] ou qu’ils s’appuient
sur la théorie des automates [19, 18, 16]. Autrement
dit, en s’appuyant sur cette théorie, il sera possible
de développer les outils de spécification, d’analyse et
de validations qui pourront accompagner e�cacement
les outils de modélisations par tuilage.
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